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1.2.1  Solutions of differential equations
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�����$����%��more
than one solution��	��%���� unique solutionI

1.3  First-Order Equations
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��������Cseparation of variables�����linear equationsC�����������
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�����	��������������	�����derivative form

�	����	�������	$���$���,�����������������differential form

����,,��
�������� ���������������� �!���	� �5�� ���������� 	����	��� ������������������auxiliary
condition����������	$
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���������initial condition���/�(�����
������%�����!���	��5�����7�
��������
��+����	�
����������0�����
���������initial value problem���DF�(

B�����	�� �	��	�89�������	���������	��������,,��
��������	��nonlinear(�������$��
����
������$�����%�	������
�����	��$,��������������%����*�����$������(��6������	����������
89��������	������������������
����������0�����������������������%����������������existence-
uniqueness theorem����
�������������������,	���������J�!K�(
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M�x�y�dx � N�x�y�dy � - ��-�

f�y�dy� g�x�dx ( ����

� f�y�dy � �g�x�dx � C � ����

dy
y

� �
dx

�� x
� x � �� y � -(

Remark:�=�
�����	�$�
��
��������� ����	���������������%�����
du
u

� �� �u� � C �

���	���������+
�,�����������
�����������
�����*����u�H�-(

1.3.1 Separation of variables

F�	��,�� ���� ��������$������ ��� �,,������� ��� ��� �,,	�,	����� ��� ����� 
������ separation of
variables(��6�����	�� �	��	�89��	��������������	���������	$

��������������:��,�	����;�������
������	��		���������������	$

2���	%��������������� ��������������������������
��������y���������������	���� ������������
�����
��������x������(��)���$����������������
�������������������$,��������	�����������
�
�������������������	$

���	�� C� ��� �� 
�������� ��� �����	������ ����� ���� ��
�� 
�������� ��� 	����	��� ��
����� ���
�	���	�	�
����������	�$���
�����������������������
������
�$������(

EXAMPLE 3�����%������89
��� x�dy � ydx � -(

Solution:��#�������������%�������� ��������������:��,�	�������	$;y ��� ��� x�

6������������	��������
�����������,�������������		�%����

�� �y� � �� ��� x� � C �

���
������	������ �����������,	�,�	������������	���$��������C � ���C
�
�

y � C
�
��� x�(
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����A � B� �
���A � ���B

�� ���A ���B
(

A
�
�x�y�� �A

�
�x�y � F�x�( ��A�

y�x
�
� � y

�
( ����

EXAMPLE 4�����%�������DF

�x � � ��y� � y � � � � -� y�-� � �(

Solution:��3�	��		���������	$��������%�

dy

y � � �
� �

dx

x � � �
�

���
����,��������	���������������

���	� y � � ���	� x � C (

�������,,������,	��
	�������������
��������� �������������� �����x � -� y � �� C � >��

�����������

���	� y � ���	� x �
�

(

)� $�	�� 
��%������� ��	$� ��� ���� ��������� 
��� ��� ��������� �� ������ ���
�	�����$��	�
��������

6������������
�������	� y � ���	� x� � ���� >���

�	������%�������
y � x
�� xy

� �(

��������%�����+,��
������	��y��������

y �
�� x
�� x

� x � ��(

1.3.2 Linear equations

)�linear first-order DE���������������������
������,������������	$

6������
������ ��	������coefficients��������89�����
�����������,�������y�A
�
�x� ��� A

�
�x�

���� ��������input function�������
����������forcing function(�����,	�
��
���������������F�x�
�����A������������	����	�������������������������
�����������/�

<�	���%���,���������������������������	�89�������
����$�	������	���,�����A���������normal
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� � a
�
�x�y � f�x�� ��1�

� � a
�
�x�y � -� ����

�� �y� � ��a
�
�x�dx � C � ��!�

H � C
�
y
�
�x� � C

�
�+, ��a

�
�x�dx � ��5�


�
�x� � �+, ��a

�
�x�dx ( ��0�

P � u�x�y
�
�x�� ��-�

form

��������� �� ��%������ ��
�� ��	$� ��� ��A�� �� � � ���
��� � ���A
�
�x�( a

�
�x� � A

�
�x�>A

�
�x�

�f�x� � F�x�>A
�
�x�(

6����%���,�������	�����������������1��������	���
������	���������
������homogeneous
equation

������
��������,������
����� ����������
����'�	�(��2��������	���������$�����������������f�x�
��� ����� y� L� -� ��� ������ �� ���������� 
������ ���� trivial solution(� � ����%�	�� ��	� ����	���

��
�	���nontrivial�����'�	���solutions(��#��������������������
��������	$�������%����
����$�����������,�	���������%�	�����������
����������

dy
y

� �a
�
�x�dx � y � -(

6�����	�
�������	���������������+,	�����������������

���	��C������
����������������	�����(��3����%������!����	�
�����	�y������������������$�����
���������

���	������	����yH������������������5�������solution��������homogeneous ��������(��#������
���	���
���������������� �������������
����� �������������C

�
� e C y

�
�x�

6���������������
�������5�������general solution��������homogeneous equation�����(
)� general solution� ��� ���� nonhomogeneous equation� ��1�� ��� �������� �� ���� ��$

����	��yP�������particular solution�����yH���������������%�(��6��
����	�
�����y � yH � yP �
,�	��
���	���������������$,�����$����� 
����� variation of parameters������������%���,��
��4(�&(�&��	�������!A� �5�A�(���,�
���
�����������*���	���������������������	$

���	�� ���������
���������������	$����(��6�����
���������	�%���������$���	�$�������
�u�x�
����� ���� �	���	�	� 
�������� C

�
� ��� ���� ��$��������� ��������� ��5�� ��� 	�,��
��� �� ���

��*��������
����� (u�x�
6�����	�
��������������������-��������������� �����������������89������1����%�����
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yP� � a
�
�x�yP �

d
dx

Ju�x�y
�
�x�K � a

�
�x�u�x�y

�
�x�

� u��x�y
�
�x� � u�x�Jy��x� � a

�
�x�y

�
�x�K

� u��x�y
�
�x� � -�

����

u�x� � �
f�x�

y
�
�x�

dx �

yP � y
�
�x��

f�x�
y
�
�x�

dx � ����

y � yH � yP � C
�
y
�
�x� � y

�
�x��

f�x�
y
�
�x�

dx ( ��A�

y� � �
x
� � y � e x � x � -(

y
�
�x� � �+, ��

�
x
� � dx �

�
x

e x �

���	������	��������������
�������y
�
�������������������
��������$���������89�����(������

�����-��������������,�	��
���	��������������������	��������������	����	�������� ��������������u�x�
��� ��.,��������	��������������	$���u��x�y

�
�x� � f�x�(

���	�����
�������	�������	���	�	�
����������� �����	��������(�(�����,�	��
���	������������
�����������I�(�����
�������,�	��
���	������������

������������	�����������������1����
�$��

EXAMPLE 5��<�������������������

xy� � ��� x�y � xe x � y��� � Ae (

Solution:��#����	���	��	��������89������	$�����	$�����
�������

6�������������0�������������

�����
������������������$��������������������5����� �yH � C
�
e x>x (

<	�$�������	$�����	$����%��������������� ���������������,�	��
���	f�x� � e x �
������������ ����	�yP � u�x�e x>x �
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u�x� � �
e x

x 	� e x
dx � �xdx �

x �

�
(

y � yH � yP �
C

�
e x

x
�

�
�

xe x � x � -(

y��� � C
�
e � �

�
e � Ae �

y �
�
�

1
�x

� x e x � x � -(

y� � a
�
�x�y � -� y�x

�
� � y

� ����

y� � a
�
�x�y � f�x�� y�x

�
� � -( ��1�

yH�x
�
� � C

�
y
�
�x

�
� � y

�
�

yH �
y
�
y
�
�x�

y
�
�x

�
�

( ����

u�x� � �
x

x
�

f�s�
y
�
�s�

ds � ��!�

���
��� �������������	������������������*�
�������+,	���������������	$yP �
�
�

xe x �

&��������$,�����������/������	��������

�	� ��6����C
�
� 1>�(

1.3.3 Initial condition

#�������%������1�����7�
����������/����������
���������������	�,���
�������	,	������������,���
����,	����$������������$,��	�,	����$�������������

F=23&9B��)�@

F=23&9B��3�@

���������7�
����������	��������������5�����������$���������������������F=23&9B��)����
����,	��
	������/������	���������

�������
��������DF�����������������������������

9�������������,���
����	�,	�����������:	��,����;������������$���1����������/������������
�����
����������,������
����� ����$���	���������������������1�����
������	�������	��,����f�x�(
�����������$������y

�
���������/����'�	����(�(����������$����:���	���(;��6�����������������������

�������������������,�
���
����
����

���	�������%�����	���
���������$$�%�	��������������	������sM������


